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Resumen — En este trabajo estudiamos el rango de la
matriz de adyacencia de graficas anilladas, ya que
muchas moléculas tienen esta configuracién como
grafica molecular. Con este invariante podemos estudiar
el polinomio caracteristico y la energia de la gréafica, con
el fin de tener herramienta matematica para el estudio y
desarrollo de materiales sustentables y utilizarlos en la
generacion de energia.

Palabras Clave: Energia de gréficas, graficas
moleculares, matriz de adyacencia.

Abstract -- In this work we study the rank of the adjacency
matrix of ring graphs, since many molecules have this
configuration as a molecular graph. With this invariant
we can study the characteristic polynomial and the
energy of the graph, in order to have a mathematical tool
for the study and development of sustainable materials
and use them in energy generation.

Key words — Energy graphs, molecular graphs, adjacency
matrix.

INTRODUCCION

El disefio y desarrollo de materiales utilizables en
energias renovables es una necesidad en estos tiempos, ya
que con estos podemos desarrollar y construir
dispositivos de generacion de energia limpia y de manera
sustentable. Lo cual es un punto prioritario en la agenda
politica nacional y mundial. Por esta razon, tener una
teoria matematica como herramienta para disefiar
sistematicamente  materiales que cumplan con
requerimientos especificos es muy importante.

Sabemos que la estructura molecular determina
propiedades especificas del material, como la resistencia
a deformaciones o rupturas, asi como conductividad

térmica o conductividad eléctrica. Para disefiar materiales
necesitamos conocer la estructura molecular requerida de
acuerdo con las caracteristicas fisicas deseadas para
finalmente intentar sintetizarlo.

Para esto establecemos un puente entre las estructuras
quimicas y algunas estructuras matematicas. Uno de estos
puentes es la grafica molecular, la cual es la grafica
asociada a una molécula y cuyos vértices representan
atomos y las aristas, enlaces quimicos

La informacién de la grafica molecular puede ser
almacenada en matrices, indices numéricos, polinomios,
espectros, etc. Mediante invariantes como energias
(valores propios) y rango de matrices los cuales quedan
inmersos en ecuaciones que al resolverlas podemos
caracterizar las moléculas y asi lograr su disefio.

En ese trabajo nos enfocaremos en un indice especifico
que es el rango de la matriz de adyacencia de gréaficas
moleculares, méas especificamente estudiaremos las
gréficas anilladas, las cuales forman una clase que puede
surgir y con las cuales tratar de generalizar resultados que
ya se tienen, como por ejemplo para el caso de
bencenioides. Definiremos sumas entre estas graficas que
podremos interpretar de manera natural a nivel molecular.

DESARROLLO

Definicion 1: Dada una grafica G con vértices V(G) =
{xq,*, Xy} Yy aristas E(G) = {fi, ..., fin}- La matriz de
adyacencia es la matriz A(G) = (a;;) de tamafio n x
n dénde:

P 0 sixirj ¢ E(G)
) 1si g e E(G)
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Similarmente, la matriz de incidencia de G es la
matriz B(G) = (b;;) de tamafio m x n dénde:

h'f-j = { ﬂ si .’1,‘-‘?' gﬁei

Isizjee

Y finalmente la matriz de k-caminos es la matriz de
tamafio n X n, C,(G) = (cl-j) donde c;jes el nimero de
caminos de longitud k que van x; a x;.

Ejemplo 1:

[

0
0
0
0
0

e
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0 1
0 1

o )
(
—_

G A(G)
Figura 1. Una grafica y su matriz de adyacencia.

La matriz de adyacencia de una gréfica es un concepto
muy importante en Combinatoria Algebraica. Esta matriz
asociada mantiene informacion sobre la gréfica, incluso
podemos obtener algunas caracterizaciones

Calcular el rango de la matriz es un problema abierto y
conocer el rango es Util para el interés combinatorio. En
[1] se presenta una lista de invariantes que estan acotados
por una funcién del rango, por ejemplo:

1. Numero de componentes conexas (no veértices aislados)
2. Numero de clan.

3. NUmero cromatico

4. El menor nimero de factores en una particion de aristas
en gréaficas k-partidas completos, para k fijo.

5. NUmero de dominacion y(G) y niamero de dominacion
totaly, (G)(sin vértices aislados)

6. Didmetro de una gréfica conexa.

El nimero coincidente, el nimero de independencia y el
indice cromético estdn acotados en [2] el ndmero
cromatico en [3] y el nimero cromatico cuando la matriz
de adyacencia tiene rango par en

En [5] el autor estudia el rango a través de la gréfica
reducida, prueba que el conjunto de graficas reducidas de
rango dado r es finito y su cardinalidad esta acotada por
c22". Y el nimero maximo de vértice de un grafo
reducido con rango r denotado por m(r) esta acotado por

c2§ para algin ¢ independiente de 7.

También prueban que

_1 siresimpar
1 sirespar

[

5-2
2%

T

S

m(r) z

of2

L

En [1] los autores conjeturan que en la desigualdad
anterior la igualdad se alcanza para cada r. Finalmente,
en [6] demuestre que la conjetura es verdadera para r
impar.

Las graficas cuya matriz de adyacencia tiene un rango de
3 como maximo se estudian en [7] y se caracterizan en [8]
cuando el rango es 2 o 3. Las graficas conexas cuya
matriz de adyacencia tiene rango 5y 4 se caracterizan en
[9] y [10] respectivamente.

Definicion 2: El Determinante de una matriz A = (a;;) de
tamafio n X n se denota y se define como

Det(A)= Y sfs?g(o)(ﬂa-mm)

o€S,,

Donde S, es el grupo simétrico de orden n

Definiciéon 3: El Polinomio caracteristico de una matriz
A = (a;;) de tamafio n X n se denota y se define como.

C(A)(N) = Del(A[-A)

Cuando A es la matriz de adyacencia de una grafica G, a
sus valores propios (las raices del polinomio
caracteristico) también le llamamos energias de la
gréfica. Este nombre lo recibe en este contexto pues, si G
es una gréfica molecular, estos valores son precisamente
los posibles estados cuantizados de energia del sistema al
cual G representa. Para caracterizar dicho sistema a través
de sus valores de energia utilizamos el polinomio
caracteristico, pues sus coeficientes para muchos casos
estan dados en funcion de invariantes de la gréfica.

Si escribimos el polinomio caracteristico de una gréafica
G con matriz de adyacencia A como

mn
C(A)(A) = aiA" ",
i=0
Nos gustaria saber cuales son sus coeficientes, mas adn,

saber si estos los podemos escribir en funcion de algun
invariante de la grafica tenemos que

n }\
Ck Zl—l {'\f.}

Donde ¢, es el nimero de caminos cerrados de longitud
k, que también es la traza deA*. Para bencenoides
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conocemos sus coeficientes y los primeros 4 coeficientes.
a, claramente es 1y los siguientes 3 seran:

1) a1(G) = i 7 =0
i=1

2) ax(G) = |E| = %Z i

3) a3(G) = -2C5 donde Oy es el numero de 3-ciclos de G.

Para el caso de graficas moleculares de bencenoides
estos coeficientes ya se conocen y estan en funcién de
invariantes de la grafica. Ahora, nos gustaria extender
estos resultados a otras familias para las cuales esto se
sigan cumpliendo.

Para eso notamos que los bencenoides se obtienen
uniendo hexégonos por medio de aristas y vértices.

Figura 2. Grafica esqueleto de un bencenoide

La siguiente familia que podemos estudiar son las
graficas anilladas. Las cuales son graficas que se
construyen a partir de un ciclo al que se le van adhiriendo
inductivamente ciclos pegandolos por medio de vértices
y aristas. Las siguientes son equivalencias para una
gréfica anillada.

Definicion 4: El rango de una matriz A con entradas en
un campo, es la dimension de la imagen de A.

Lema 1: El rango es igual al méximo ndmero de columnas
de A linealmente independientes .

La matriz de adyacencia depende de la indexacion de las
aristas. Pero el rango es invariante bajo las permutaciones
de filas y columnas, por lo que el rango esta bien definido.

Ejemplo 2: La grafica del Ejemplo 1 tiene rango 8. Mas
aun by, by, bs, by, bs, b, bg, by son la base para
m(A(G))

0 0
A I PSS R AV B b|

Definicién 5. Dada una gréafica G decimos que vértice es
de corte si su eliminacién incrementa el ndmero de
componentes conexas. Similarmente una arista es un
puente cuando al ser eliminada aumenta el nimero de
componentes conexas.

Ejemplo 3: Una grafica donde el vértice rojo es un vértice
de corte. Y la arista azul es un puente.

. /N
e NS

’\ /\
NS

La eliminacion del vértice rojo en G

{\ /N
e N

Figura 3. La eliminacion de la arista azul en G

Una subgréfica conexa maximal que no tiene vértice de
corte se llama bloque. Una grafica G es una grafica
anillada si cada blogque de G que no tiene puentes ni
vértices de corte, puede construirse inductivamente
comenzando con un solo ciclo, y luego en cada paso
agregando un camino H que incide en la grafica en el paso
anterior en dos vértices adyacentes, estas graficas son
principalmente estudiadas en [12] y [13]

Un ciclo sin cuerdas se llama primitivo. Una grafica G
tiene la propiedad del ciclo primitivo si dos ciclos
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primitivos se intersecan como maximo en una arista. Una
subdivision de una gréfica es cualquier grafica que se
puede obtener del grafo original reemplazando aristas por
caminos. Se dice que dos graficas son homeomorfas si
ambas se pueden obtener de la misma grafica por
subdivision.

Proposicion 1:
Las siguientes condiciones son equivalentes para una
grafica G con n vértices y q aristas:

i G es una gréfica anillada.

ii. El nimero de ciclos primitivos es igual a
q-n+r, donde r es el ndmero de
componentes de G.

iii. G satisface la propiedad del ciclo primitivo
y G no contiene wuna subdivisién
de K, como subgréfica.

Demostracién. Ver [11, Theorem 2.13].

Proposicion 2:
Sea C, un ciclo de longitud n y B, su matriz de
incidencia. Entonces.

n simn es impar
n— 1 sin es par

Rank(Bl) = {

Demostracion. Las columnas de Bt $son los vectores

1 0 0 1
1 1 : 0
hl = 0 N hg 1 R h“ 1= (' N b” = .

: 0 1 0
0 : 1 1

Si n es impar, son linealmente independientes. Si n es
par, los vectores b;--,b,_; son linealmente
independientes y

n—1
b= Y (—1)" Lb;.
i=1
|

Proposicion 3:
Sea A = A(C,,) la matriz de adyacencia de un n ciclo,
entonces

nstdtn

Rank(A) = {

n—2sid|n

Demostracion. Suponemos  que  E(C,) =
{X1%2, X2X3, "+, Xn_1x,, X1X,} Y CONsideramos la grafica
L,, cuyas aristas son:

{(xixj|1 <i,j<n, j=i+2(modn)}

Si n es impar, esta grafica es un ciclo de longitud n. Sin
es par, la grafica consiste en dos ciclos disjuntos de
longitud g

Figura 4. La grafica Ln para el caso impar y par
respectivamente.

Ahora, consideramos las permutaciones siguientes, para
cualquier n

s (1t 2 3 4 5 . )
AL [F]+1 2 [§]+2 3 - [F]
Para n par,
T_( 12 3 4 5 n)
s+l 1 §5+2 2 §+3 2

Finalmente, para n impar,

2

- 1 2 3 4 5 n-1 n
LB+ L |B]+2 2 |B]+3 - 2L om
La matriz  ,A%es la matriz obtenida al aplicar la
permutacion ¢ a las columnas de A y la permutacién t a

las filas de A. Entonces tenemos.

¢ .
B, sin es impar

LA BY 0 .
: 0 Bt si es par

Como el rango es invariante bajo permutaciones de filas
y columnas, tenemos.

n sl n es impar

Rank(A) = Rank(, A7) = [ G+5sin=2 modd = {

nsiditn

2 n-2sid|n

n 1Al
-1+5-1sid|n

Definicién 2: Sean G y H graficas simples disjuntas, Q,, ¥
P, dos n-clanes Q,, = K,, = P, de G y respectivamente,
definimos la suma por clanes o clan-suma de G y H como
la grafica G+, H cuyos vertices son V(G) UV(H)/ ~
donde las clases de equivalencia son {x;, @(x;)} si x; €
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G\PB, y{x;}six; € B,UQ, y las aristas [x;][x;] siy
solo si [xl-] * [x]] yxixj € E(G U H)

Ejemplo 4: La 3 suma de dos graficas

|

\/\/

Figura 6. La 3-sumade Gy H

Ejemplo 5. La 1-suma y 2-suma de dos graficas.

—
@ —
()

>, 4
P (2) ! \
X N @
A %) a/\
| \
e - Lo
o L s)
Ce) 22 &
)
()
-

Teorema 1: Sea C,, un 4k-$ciclo y G una gréfica.
Entonces Rank(A(G+xiCn)) =Rank(A(G))+
Rank(A(C,)).

Demostracién. Asumimos que G tiene r  vértices y
Rank(A(G)) = t, las columnas de A(G) sOn uy, -+, u, y
{uy, o ug} con 1<i<r es una base para
Im(A(G)). Si by, by, son las columnas de A(Cyy)
tenemos que by, -+, byy_1, l1as columnas resaltadas de la
siguiente matriz son una base para Im(C,y).

01 0 0 0 0 0 1
10 1 0 0 0 0 0
01 0 1 0 0 0 0
00 1 0 0 0 0 0
A(Cye) =| 8 & P
00 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 1 0
00 0 0 0 1 0 1
| 1 0 0 0 0 0 1 0 |
La matriz A(G+y, Cqy) viene dada por
A(G) 0
T 00 - 0 0 01
1 01 0 - 0 0 00
0101 0000
A= A(G+,, Cyp) = 0010 0000
0 SRS S-S NS S
0000~ 0100
o000 - 1T 010
0000~ 0101
1000 0010

Consideremos Uy, ***, Uy, Up41, ***» Uaksr—1 las columnas
de A ordenadas de izquierda a derecha. Tenemos que
Uy, Uy Upgr, " Urgn—z  SON  Vectores  linealmente
independientes.  Entonces  Rank(A) >t + 4k — 2
=Rank(A(G)) + Rank(Cyy).

Finalmente, si w_,--,u,_,con 1< j; < <js<r+
4k — 1 es una base para Im(A), donde j; < r < ji,, Por
lo que w;,--,u;, son linealmente independiente de
Im(A(G)), asi como u;, -, u;. Son linealmente
independiente de Im(C,;), Por lo tanto, Rank(4) <
Rank(A(G)) + Rank(A(Cyy)). [ ]
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Ejemplo 6: La 1-suma de dos graficas.

Rank(G+4,Cg) = 8+ 6 = 14

oo 4
8

(=) (1)
/"/ b /,\
Gy i
()
= J
£ D
4

Figura 8. El rango de la 1-suma de una grafica
y un 8-ciclo.

La idea de esta etapa del proyecto es poder descomponer
graficas mas complejas en graficas mas pequefias de las
cuales conocemos su rango. Por ejemplo.

Ejemplo 7: la siguiente graficas de rango 7, la podemos
descomponer en tres graficas mas pequefias de rango 3, 2

y2

7 = 3 + 2 + 2

Figura 9. La descomposicién en 1-sumas de una gréfica
en 3 graficas de orden mas pequefios con sus
respectivos rangos de matriz de adyacencia.

Ejemplo 8: El resultado anterior no se puede generalizar
para las 2-sumas, pues podemos usar el Ejemplo 1, el cual
lo escribimos como 2-sumas de las graficas que se
muestra en la siguiente figura, donde dichas graficas
tienen rangos 3, 2 y 2 respetivamente cuya suma es 7 #
8, que es el rango de la gréfica original.

Figura 10. Las 3 graficas tienen rango 5, 2, 2
respetivamente. Pero la grafica original tiene rango 8.

DISCUSION Y ANALISIS DE RESULTADOS

En [11] se estudia el rango libre y el rango ciclico de una
gréfica los que se denotan por frank(G) y rank(G)
respectivamente, no debemos confundir estos rangos con
el rango de la matriz de adyacencia rank(A(G)) o el de
la matriz de incidencia rank(B(G)) que no son lo
mismo, pero resulta estar relacionados con la dimension
de Krull del subanillo de aristas k[G] de G, los cuales
coinciden. Y lo cual le da mucha importancia al estudio
de teste rango dentro en el algebra conmutativa.

Si bien el ejemplo 8 podria desmotivarnos, ya que a los
matematicos nos interesan propiedades lineales,
propiedades que preserven las operaciones, en este caso
la clan suma, esto no debe ser impedimento, pues nuestro
objetivo es calcular el rango y no precisamente que el
rango sea lineal.

rank(G)=5
Notamos que la grafica de rango 5 que es uno de los
sumandos en el ejemplo 8, es una de las graficas
caracterizadas de rango 5 en [9, Theorem 3]. La grafica
G, [9, Figura 3]

La prueba de la Proposicidn 1, es una prueba para un caso
particular, el caso general es enunciado y probado en [13,
Colloray 6.3]. Pues en este caso, si n es impar, C, €s no
bipartita y si n es par entonces C,, es bipartita.

En [14] estudian propiedades moleculares a atreves de
graficas moleculares, aqui implementan un método
estadistico para analizar los datos de que arroja dicha
grafica y que mejora el clasico GNN (redes neuronales
graficas) donde vemos que nuestro proyecto y los
resultados de este podrian contribuir en mejorar ain mas
este método.
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Similarmente en [15] trabajan con el modelo MPNN
(message-passing Neuralnet Works) para construir el
potencial empirico, para mejorar la precision informatica
y la capacidad de generalizacion. Donde nuestros
resultados pueden ayudar.

CONCLUSIONES

Como hemos mencionado, este s6lo es el inicio de un
estudio que llevara un largo tiempo, pero que seréa un pilar
en el desarrollo de las energias renovables, por ahora
logramos encontrar el rango de la matriz de adyacencia
para sumas de graficas y 4k-ciclos.

Lo siguiente serd estudiar la suma de cualesquiera ciclos
en general y asi lograrlo para las gréaficas anilladas,
concluimos que, aunque tenemos camino por recorrer en
este problema vamos encamados y con buenos resultado.
Pero son la base con la estudiar y caracterizar graficas
moleculares més generales como las de los polimeros, las
cuales son el objetivo del proyecto.

El siguiente paso sera el calculo estadistico para la
busqueda de moléculas con caracteristicas deseadas por
medio de medio algoritmos de aprendizaje automatico
como los MPNN y GNN los que podremos mejorar con
nuestro resultados.
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